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가̄ 마ㅿㅣ나ㆆㅣ간

가̄ 마ㅿㅣ나ㆆㅣ간 아닌̄ 가̄ 가그웨‑이ㆂㅣ‑이ㅆㅣ치거윈 가̄ 마ㅿㅣ나ㆆㅣ간.
가̄ 비마̄ㄷ 가̄ 가나위 가̄ 가그웨‑이ㆂㅣ‑이ㅆㅣ치거윈 가̄ 기켄다̄그와ㄷ. 가̄ 기켄다̄그와ㄷ

가̄ 윈ㅆㅣ지바 가̄ 가나위 가̄ 비마̄ㄷ.
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Chapter 1

가̄ 데브웨윈‑아긴다소윈

1.1 아긴다소윈 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위
가̄ 데브웨윈‑아긴다소윈 R 가̄ 가나위 가̄ 가그웨‑이ㆂㅣ‑이ㅆㅣ치거윈 가̄ 기켄다̄그와ㄷ 가̄
비마̄ㄷ. 가̄ 비마̄ㄷ 가̄ 가나위 가̄ 이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 기치‑가나위 가̄ 데브웨윈‑아긴다소윈 가̄
가나위 가̄ 기켄다̄그와ㄷ.

가̄ 가그웨‑아긴다소윈 Z 가̄ 가나위 가̄ 비모세‑아긴다소윈 Q 가̄ 가나위, 가̄ 데브웨윈‑
아긴다소윈 가̄ 가그웨‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가나위 가̄ 기치‑가나위. 가̄ 가그웨‑이ㆂㅣ‑가나위
가̄ 윈ㅆㅣ지바 가̄ 데브웨윈‑아긴다소윈 가̄ 가나위 가̄ 가나위 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위.

가̄ 비마̄ㄷ 가̄ 가나위 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 데브웨윈‑아긴다소윈 가̄ 가나위, 가̄ 가나위
가̄ 가나위 가̄ 가나위 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가나위 가̄ R 가̄ 가나위 Q.

Gagwe‑ikidowin 1.1 (미샤위슈코데 가̄ 기치‑이키도윈). 미샤위슈코데 가̄ 가나위 가̄ 가그웨‑
기켄다소 가̄ 가나위 F 가̄ 가나위 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가그웨‑ (+) 가̄ 가나위 가그웨‑
오ㅆㅣ툰 (·), 가̄ 기치‑이키도윈 가̄ 가나위:

(P1) 가그웨‑비모세‑윈: (a+ b) + c = a+ (b+ c) 가̄ 가나위 (a · b) · c = a · (b · c)

(P2) 가그웨‑나̄다모‑윈: a+ b = b+ a 가̄ 가나위 a · b = b · a

(P3) 우타미불리시호: 가̄ 가나위 0 가̄ 가나위 1 가̄ 가나위 1 ̸= 0 가̄ 가나위 a+0 = a 가̄ 가나위
a · 1 = a

(P4) 이슈코데‑윈: 가̄ 가나위 a, 가̄ 가나위 −a 가̄ 가나위 a + (−a) = 0. 가̄ 가나위 a ̸= 0, 가̄
가나위 a−1 가̄ 가나위 a · a−1 = 1.

(P5) 가그웨‑바바모‑윈: a · (b+ c) = a · b+ a · c

가̄ 미샤위슈코데 가̄ 기치‑이키도윈 가̄ 가나위 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가나위 가̄ 비마̄ㄷ.
가̄ 가나위 가̄ 데브웨윈 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가나위 가̄ 가나위; 가̄ 가나위 가̄ 가나위 가̄
가나위 가̄ 기치‑이키도윈 가̄ 가나위 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위.

Naabamowin 1.1 (우타미불리시호가̄ 이슈코데‑윈가̄ 가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위). 가̄ 가나위
미샤위슈코데:

(i) 가̄ 가그웨‑ 우타미불리시호 0 가̄ 가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위.

(ii) 가̄ 가그웨‑오ㅆㅣ툰 우타미불리시호 1 가̄ 가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위.
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(iii) 가̄ 가그웨‑ 이슈코데‑윈 가̄ 가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위.

(iv) 가̄ 가그웨‑오ㅆㅣ툰 이슈코데‑윈 가̄ 가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위.

Proof. 가̄ 비마̄ㄷ 가̄ 가나위 (i) 가̄ 가나위 (iii); 가̄ 가나위 가̄ 가나위. (i) 가̄ 가나위, 0 가̄ 가나위
0′ 가̄ 가나위 가그웨‑ 우타미불리시호. 가̄ 가나위 0 = 0+0′ = 0′ 가̄ 가나위 P3. (iii) 가̄ 가나위,
b 가̄ 가나위 b′ 가̄ 가나위 가그웨‑ 이슈코데‑윈 a 가̄ 가나위. 가̄ 가나위 b = b+0 = b+(a+ b′) =
(b+ a) + b′ = 0 + b′ = b′.

1.2 가̄ 가나위‑가나위 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가나위
가̄ 데브웨윈‑아긴다소윈가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위가̄ 가나위, 가̄ 미샤위슈코데가̄ 기치‑이키도윈
가̄ 가나위 가̄ 가나위, 가̄ 비모세‑아긴다소윈 Q 가̄ 가나위. 가̄ 가나위 R 가̄ 가나위 Q 가̄ 가나위
가̄ 가그웨‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 기치‑이키도윈, 가̄ 가나위 가̄ 가나위‑가나위 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑
가나위 가̄ 가나위. 가̄ 가그웨‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가나위 가̄ 가그웨‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가나위 가̄
가그웨‑이ㆂㅣ‑이ㅆㅣ치거윈 가̄ 가나위 가̄ 기치‑이ㆂㅣ‑가나위.

Gagwe‑ikidowin 1.2 (가̄ 가나위‑가나위 가̄ 가나위‑가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가나위).
가̄ A ⊆ R 가̄ 가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위. 가̄ 아긴다소 u ∈ R 가̄ 가나위‑가나위 가̄ A 가̄
가나위 a ≤ u 가̄ 가나위 a ∈ A. 가̄ 아긴다소 s ∈ R 가̄ 가̄ 가나위‑가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위
(가̄ 가나위 가̄ 가나위) 가̄ A, 가̄ 가나위 s = supA, 가̄ 가나위:

(i) s 가̄ 가나위‑가나위 가̄ A, 가̄ 가나위

(ii) 가̄ u 가̄ 가나위‑가나위 가̄ A, 가̄ 가나위 s ≤ u.

Gagwe‑ikidowin 1.3 (가그웨‑이ㆂㅣ‑가나위가̄ 기치‑이키도윈 (P11)). 가̄ 가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑
가나위 가̄ 데브웨윈‑아긴다소윈 가̄ 가나위 가̄ 가나위‑가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가나위‑
가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위. 가̄ 가나위 가̄ 가나위, 가̄ A ⊆ R, A ̸= ∅, 가̄ 가나위 A 가̄
가나위‑가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위, 가̄ 가나위 supA 가̄ 가나위 R.

가̄ 가그웨‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 기치‑이키도윈 가̄ 가나위‑가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위. 가̄
비모세‑아긴다소윈 Q 가̄ 가나위 가̄ 가그웨‑이ㆂㅣ‑가나위: 가̄ 가가나위 {q ∈ Q : q2 < 2}
가̄ 가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가나위‑가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 Q, 가̄ 가나위 가̄
가나위‑가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 Q. 가̄ 데브웨윈‑아긴다소

√
2 가̄ 가나위 가̄ 가나위, 가̄

가그웨‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 기치‑이키도윈 가̄ 가나위 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가나위.

Dibishkoo 1.1 (가̄ 다̄ㆂㅗ̄‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가나위). 가̄ [a1, b1] ⊇ [a2, b2] ⊇ [a3, b3] ⊇
· · · 가̄ 가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가나위 bn − an → 0
가̄ n → ∞. 가̄ 가나위 가̄ 가나위‑가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 데브웨윈‑아긴다소 c 가̄ 가나위

∞∩
n=1

[an, bn] = {c}.

Proof. 가̄ 가가나위 A = {a1, a2, a3, . . .} 가̄ 가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가나위‑가나위‑
가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 (b1 가̄ 가나위, an ≤ bn ≤ b1 가̄ 가나위 n). 가̄ 가그웨‑이ㆂㅣ‑가나위
가̄ 기치‑이키도윈, s = supA 가̄ 가나위. 가̄ 가나위 bn 가̄ 가나위‑가나위 가̄ A (ak ≤ bk ≤ bn
가̄ 가나위 k ≥ n), 가̄ 가나위 s ≤ bn 가̄ 가나위 n. 가̄ 가나위 s ∈ [an, bn] 가̄ 가나위 n, 가̄
가나위 s ∈

∩
[an, bn]. 가̄ 가나위‑가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위, 가̄ c 가̄ 가나위 가̄ 가나위‑

이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가나위, |s − c| ≤ bn − an 가̄ 가나위 n, 가̄ 가나위 bn − an → 0, 가̄ 가나위
s = c.
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1.3 가̄ 아르키메데스 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위
가̄ 가그웨‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 기치‑이키도윈 가̄ 가나위 가̄ 가나위‑가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위
가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가나위. 가̄ 가나위 가̄ 가̄ 아르키메데스 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위,
가̄ 가나위가̄ 가나위‑아긴다소윈가̄ 가나위‑가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위가̄ 데브웨윈‑아긴다소윈.
가̄ 가나위 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위, 가̄ 가나위 가̄ 가나위 가̄ 미샤위슈코데 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑
가나위 가̄ 기치‑이키도윈 — 가̄ 가그웨‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 기치‑이키도윈.

Dibishkoo 1.2 (아르키메데스 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위). 가̄ 가나위 데브웨윈‑아긴다소 ε > 0,
가̄ 가나위 가나위‑아긴다소 n 가̄ 가나위 1/n < ε.

Proof. 가̄ 가나위, 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위, 가̄ 가나위 ε > 0 가̄ 가나위 1/n ≥ ε 가̄ 가나위
n ∈ N. 가̄ 가가나위 A = {1, 2, 3, . . .} 가̄ 가나위‑가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 1/ε 가̄ 가나위.
가̄ 가그웨‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 기치‑이키도윈, s = supA 가̄ 가나위. 가̄ 가나위 s− 1 가̄ 가나위‑
가나위 가̄ A, 가̄ 가나위 가̄ 가나위 n0 ∈ A 가̄ 가나위 n0 > s − 1, 가̄ 가나위 n0 + 1 > s, 가̄
가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 s 가̄ 가나위‑가나위.

Gagwe‑bizhikiwin 1.1 (비모세‑아긴다소윈가̄ 가나위‑가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위). 가̄ 가나위
데브웨윈‑아긴다소 a < b, 가̄ 가나위 비모세‑아긴다소 q ∈ Q 가̄ 가나위 a < q < b.

Proof. 가̄ 아르키메데스 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위, 가̄ 가나위 n ∈ N 가̄ 가나위 1/n < b −
a. 가̄ 가가나위 {m ∈ Z : m/n > a}. 가̄ 가가나위 가̄ 가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 (가̄
아르키메데스 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위) 가̄ 가나위‑가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위, 가̄ 가나위
가̄ 가나위‑가나위 m0. 가̄ 가나위 q = m0/n 가̄ 가나위 a < q ≤ a+ 1/n < b.

가̄ 다̄ㆂㅗ̄‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위
1. 가̄ 데브웨윈‑아긴다소윈 R 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 미샤위슈코데 가̄ 기치‑이키도윈.

2. 가̄ 비모세‑아긴다소윈 Q 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가그웨‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 기치‑
이키도윈.

3. 가̄ supA 가̄ 가나위‑가나위‑가나위‑이ㆂㅣ‑가나위.

4. 가̄
√
2 가̄ 가나위 Q.

5. 가̄ 아르키메데스 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위 가̄ 가나위‑이ㆂㅣ‑가나위.
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